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带有非线性边界条件的椭圆方程的解的存在性
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摘要: 研究空间 Ω上带有非线性边界条件的椭圆型方程的非平凡解，其中 Ω是 RN ( N≥3) 中的有界光滑区域，非线
性项 f( x，s) 关于 s在无穷远处渐近线性． 应用 Ekeland’s变分原理和 Mountain Pass定理，证明当非负参数#充分小
时，方程至少存在两个不同的非平凡解．
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1 问题的提出
考虑方程:

－ Δu + u( x) = f( x，u) ，x∈Ω，
u
ν

=# u q － 2u，onΩ{ ．
( 1)

这里 Ω是 RN ( N≥3) 中的有界光滑区域，ν是外法

线向量，假设 f( x，t) 满足下列条件:
( H1 ) f( x，t) ∈C ( Ω × R) ; f ( x，t) ≡0，t≤0，

x∈Ω; f( x，t) ≥0，t≥0，x∈Ω ．

( H2 ) lim
t→0

f( x，t)
t = 0，lim

t→∞

f( x，t)
t = l∈ ( 0，+ ∞ )

关于 x∈Ω一致成立．
研究带有边界值条件的椭圆方程的出发点是

Sobolev迹嵌入 H1 ( Ω) Lq ( Ω) ( 参见文献［1］定
理 5. 36) ． 对于方程( 1 ) ，当非线性项 f( x，u) 是超
线性时，例如，f( x，u) = u p － 2u，p ＞ 2，关于方程( 1)
的解的存在性问题已被广泛研究过了，具体可见文
献［2-3］等．

定义 如果对任意的 φ∈H1 ( Ω) ，u满足

∫
Ω

( u φ +uφ) dx = ∫
Ω

f( x，u) φdx + ∫
Ω

# u q－2uφdσ，

这里 dσ 是边界上的测度，那么 u∈H1 ( Ω) 是方程
( 1) 的弱解．

众所周知，寻找方程 ( 1 ) 的弱解等价于寻找下
述定义在 H1 ( Ω) 的能量泛函的非零的临界点:

I( u) = 1
2 ∫

Ω

( u 2 + u 2 ) dx － ∫
Ω

F( x，u) dx －

#
q ∫
Ω

u qdσ， ( 2)

这里 F( x，u) = ∫
u

0

f( x，s) ds，1 ＜ q ＜ 2，显然 I∈

C1 ( H1 ( Ω) ，R) ．
为了寻找泛函 I( u) 的临界点，人们通常应用文

献［4］中的山路定理，但是应用此定理常常需要下
述的技术性条件，也就是，存在 θ ＞ 2，M ＞ 0 使得

0 ＜ θF( x，t) ≤f( x，t) t， t ≥M，x∈Ω． ( AR)
上述的( AR) 条件对应验证( PS) c 序列在 H1 ( Ω) 中
的有界性非常重要． 经过简单的计算可知，如果非
线性项 f( x，u) 满足( AR) 条件，这就意味着在无穷
远处 f( x，u) ～ u1 + α，α ＞ 0． 由条件( H2 ) 可知，f( x，u)
关于 u在无穷远处渐近线性而非超线性，这就意味
( AR) 条件在本文中不满足．

设 #1是算子 － Δ的第一特征值，即
－ Δu + u( x) =#1u，x∈Ω，

u
ν

= 0，onΩ{ ．

下面是主要结果:
定理 1 设有条件 ( H1 ) ( H2 ) ，l∈ ( # 1，+ ∞ ) ，

则存在常数 m = m( q，N，Ω) ＞ 0，当 #∈( 0，m) 时，
方程( 1) 存在解 u1∈H1 ( Ω) 且 I( u1 ) ＜ 0．

定理 2 设有条件( H1 ) ( H2 ) ，l∈(#1，+ ∞ ) ，则
存在常数 m = m( q，N，Ω) ＞ 0，当 #∈( 0，m) 时，方
程( 1) 存在解 u2∈H1 ( Ω) 且 I( u2 ) ＞ 0．

注记: u = ∫
Ω

( u 2 + u2 ) d( )x
1
2 表示 Sobo-

lev空间 H1 ( Ω) 中的范数．
大写字母 C表示通用的常数．



2 局部极小值的存在性
为了证明定理 1，首先引入文献［5］中的 Eke-

land’s变分原理．
引理 1 设 ( V，d) 是一完备的度量空间，映射

F: V→R∪{ + ∞ }下半连续并且有下界，那么对任意
的 ε ＞ 0，存在 v∈V使得对所有的 w∈V

F( v) ≤infVF + ε，F( w) ≥F( v) － εd( v，w) ．
引理 2 设有条件( H1 ) ( H2 ) 且 l∈(# 1，+ ∞ ) ，

则存在常数 m = m( q，N，Ω) ＞ 0 使得对所有的 #∈
( 0，m) ，

1) 存在常数 ρ ＞ 0，η ＞ 0 使得对任意的 u∈
H1 ( Ω) 且 u = ρ有 I( u) ≥η ＞ 0．

2) 存在 e∈H1 ( Ω) 且 e ＞ ρ使得 I( e) ＜ 0．
证明 1) 由条件( H2 ) 可知，对任意的 ε ＞ 0，存

在 1 ＜ p ＜ N + 2
N － 2和 Cε，使得

f( x，t) ≤εt + Cε t
p，t≥0，x∈Ω ． ( 3)

F( x，t) ≤ 1
2 εt

2 +
Cε

p + 1t
p + 1，t≥0，x∈Ω ． ( 4)

由 Sobolev迹嵌入 H1 ( Ω) →Lq ( Ω) ，1 ＜ q≤
2( N － 1)
N － 2 ，有

∫
Ω

u qd( )σ
1
q ≤C ∫

Ω

( u 2 + u2) d( )x
1
2，u∈H1( Ω) ，

( 5)
因此，综合式( 4) 、式( 5) ，由 Sobolev嵌入定理可得

I( u) ≥ 1
2 u 2 － ε

2 ∫
Ω

u2dx － Cε ∫
Ω

u p+1dx －
C0#
q u q≥

1
2 u 2 － C1ε u 2 － C2 u p+1 － C0 # u q =

( C3 － C0 # u q－2 － C2 u p－1 ) u 2 ．

这里 C3 =
1
2 － C1ε，选择 ε ＞ 0 充分小使得 C3 ＞ 0，

C0 = C0 ( q，N，Ω) ＞ 0，C2 = C2 ( ε，N，Ω) ＞ 0．
令 g( t) = C0 # tq － 2 + C2 t

p － 1，t≥0 ，这里 p∈

( 1，N +2
N －2) ，q∈( 1，2) ．显然

g'( t) =C0( q －2)# tq －3 +C2 ( p － 1) t
p － 2，g'( t0 ) =

0t0 =［C4 #］
1

p － q + 1，其中C4 =
C0 ( 2 － q)
C2 ( p － 1)

，此时

g( t0 ) = C0 #［C4#］
q －2

p － q +1 + C2［C4#］
p －1

p － q +1 =

C0 #
p － 1

p － q + 1C4

q － 2
p － q + 1 + C2C4

p － 1
p － q + 1 #

p － 1
p － q + 1 = C5 #

p － 1
p － q + 1，

这里

C5 = C0C4

q － 2
p － q + 1 + C2C4

p － 1
p － q + 1，且 p － 1

p － q + 1 ＞ 0．

这样，对任意的 p ＞ 1，存在 m =m( ε，q，N，Ω) ＞ 0 使
得当 # ＜m时，g( t0 ) ＜ C3 ． 因此当# ＜m时，取 ρ =
t0，显然当 u = ρ时，I( u) ≥η ＞ 0．

2) 由于 # 1 ＜ l ＜ + ∞，由条件( H2 )

lim
s→ + ∞

F( x，s)
s2

= l
2 ＞

# 1

2 关于 x∈Ω一致成立．

设 φ1 是算子 － Δ 的第一特征值对应的特征函
数，由 Fatou’s引理，有

lim
t→+∞

I( tφ)
t2

= lim
t→+ [∞

1
2 φ1

2 －# t
q－2

q ∫
Ω

φ1
qdσ －

∫
Ω

F( x，tφ1 )
t2

d ]x ≤ 1
2 # 1∫

Ω

φ2
1dx － l

2 # 1∫
Ω

φ2
1dx ＜ 0．

这样，可以选择 e = t0φ1，t0 ＞ 0 充分大，使得
I( e) ＜ 0．

证明( 定理 1)
定义Bρ = { u∈H1 ( Ω) : u ≤ ρ} ; Bρ = { u∈

H1 ( Ω) : u = ρ}，其中 ρ 为引理 2 中所示，Bρ 是带
有下述距离的完备的度量空间

dist( u，v) = u － v ，u，v∈Bρ，
由引理 2 可知，I( u) ≥η ＞ 0，u∈Bρ ．

显然，I∈C1 ( Bρ，R) ，因此 I 下半连续并且在Bρ

上有下界． 令
C = inf{ I( u) : u∈Bρ} ．

断言: C ＜ 0．
事实上，假设 v∈H1 ( Ω) 是

μq = inf
u∈H1( Ω) \ { 0}

∫
Ω

( v 2 + v2 ) dx

( ∫
Ω

v qdσ)
2
q

的可达元，则 v 也是 μq 的可达元，从而可以假设

∫
Ω

v qdσ ＞ 0，因此

I( tv) = t2
2 ∫

Ω

v 2dx －# t
q

q ∫
Ω

v qdσ － ∫
Ω

F( x，tv) dx≤

t2
2 ∫

Ω

v 2dx － # t
q

q ∫
Ω

v qdσ － lt2
2 ∫

Ω

v2dx≤

t2
2 ∫

Ω

v 2dx － # t
q

q ∫
Ω

v qdσ．

注意到 1 ＜ q ＜ 2，所以当 t ＞ 0 并充分小时，有

I( tv) ≤ t2
2 ∫

Ω

v 2dx － # t
q

q ∫
Ω

v qdσ ＜ 0．

由引理 1，对任意的 k ＞ 0，存在 uk∈H1 ( Ω) 使得

C≤I( uk ) ≤C + 1
k ;

I( w) ≥I( uk ) －
1
k uk － w ，w∈Bρ ．
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类似于文献［6］中的讨论，那么在 H － 1 ( Ω) 中，

I'( uk ) →
k

0，这里 H － 1 ( Ω) 是 H1 ( Ω) 的对偶空间．
因此，由 Sobolev紧嵌入定理，存在 u1∈H1 ( Ω) 满足
I'( u1 ) = 0，I( u1 ) = C1 ＜ 0，这样就完成了定理 1 的
证明．

3 山路引理型解的存在性
为了得到方程( 1) 的另一个解，将利用文献［7］

中的 Mountain Pass定理．
引理 3 设 E是实 Banach空间，E* 是其对偶空

间，假设 I∈C1 ( E，R) 且满足条件
max{ I( 0) ，I( e) }≤μ ＜ η≤ inf

u = ρ
I( u) ，

其中 μ ＜ η，ρ ＞ 0，e∈E，并且 e ＞ ρ． 设 c≥η表示为
c = inf

γ∈Γ
max
0≤!≤1

I( γ( ! ) ) ，

这里 Γ = { γ∈C( ［0，1］，E) : γ( 0) = 0，γ( 1) = e} 是
连接 0 和 e的连续路径的集合，则存在序列{ un}E
使得

I( un ) →
n

c≥η; ( 1 + un ) I'( un ) E* →
n

0．
证明( 定理 2)
设 ρ，η，e 如引理 2 所示，应用引理 3，其中不妨

令 μ = 0，E = H1 ( Ω) ，c如引理 3 所定义，则存在序列
{ un}H1 ( Ω) 使得

I( un ) →
n

c ＞ 0; ( 1 + un ) I'( un ) E* →
n

0．
由 Sobolev嵌入定理的紧性可知，如果 { un } 在

H1 ( Ω) 中有界，则存在 u2∈H1 ( Ω) 使得 I' ( u2 ) = 0，
I( u2 ) = c ＞ 0．

现在就开始证明序列 { un } 的有界性． 假设

un →
n

+∞，令 wn =
un

un
，则{ wn } 在 H1 ( Ω) 中有

界，从而存在子序列( 仍记为) { wn}，w∈H1 ( Ω) 使得
wn 在 H1 ( Ω) 中弱收敛到 w，wn 在 Ω 中几乎处

处收敛到 w;
wn 在 Lr ( Ω) 中强收敛到 w，其中 1≤r ＜ 2* =

2N
N － 2;

wn 在 Ls ( Ω) 中强收敛到 w，其中

1 ＜ s ＜ 2( N － 1)
N － 2 ． ( 6)

断言: w≠0． 事实上，如果 w = 0，由条件 ( H2 ) 和式
( 6) 得

lim
n→+∞ ∫

Ω

wn
qdσ = 0，

lim
n→+∞ ∫

Ω

F( x，wn ) dx = lim
n→+∞ ∫

Ω

f( x，wn ) wndx = 0．

由 un I'( un ) E* →
n

0，可以得到 ? I' ( un ) ，un ?

→
n

0，即

∫
Ω

( un
2 + u2

n ) dx － ∫
Ω

f( x，un ) undx －

# ∫
Ω

un
qdσ = o( 1) ． ( 7)

式( 7) 乘以 1
un

2，注意到 wn =
un

un
，则

wn
2 － ∫

Ω

f( x，un)
un

u2n
un

2dx －
#
un

2－q ∫
Ω

wn
qdσ = o( 1) ．

( 8)
由于 1 ＜ q ＜ 2，un → + ∞，则有

1
un

2－q ∫
Ω

wn
qdσ = o( 1) ． ( 9)

由条件( H1 ) 、( H2 ) 可知，对任意的 x∈Ω，s∈R，0≤
f( x，s)

s ≤C，因此

∫
Ω

f( x，un )
un

u2
n

un
2dx≤ C ∫

Ω

w2
ndx = o( 1) ． ( 10)

综合式( 8 ) 、( 9 ) 、( 10 ) 可以推出 wn
2 →

n
0，这与

wn = 1 相矛盾，所以 w≠0．
下面将证明 w( x) 在 Ω 上几乎处处大于零． 由

于 I'( un ) E* →
n

0，所以对任意的 φ∈H1 ( Ω) ，有

∫
Ω

( un φ + unφ) dx － ∫
Ω

f( x，un ) φdx －

# ∫
Ω

un
q－2unφdσ = o( 1) ． ( 11)

式( 11) 两端分别乘以 1
un
，得到

∫
Ω

( wn φ + wnφ) dx － ∫
Ω

f( x，un )
un

wnφdx －

#
un

2－q ∫
Ω

wn
q－2wnφdσ = o( 1) ． ( 12)

由( H1 ) 可知，对任意的 s≤0，x∈Ω，f( x，s) = 0，有

∫
Ω

f( x，un )
un

wnφdx = ∫
Ω

f( x，u+
n )

u+
n

w+
n φdx．

令 pn ( x) =
f( x，u +

n )
u +
n
，由( H2 ) 知，对任意的 x∈Ω，存

在 M ＞ 0 使得 0≤pn ( x) ≤M． 选择合适的子列( 仍
记为 pn ( x) ) ，则存在函数 0≤h( x) ≤M，使得 pn ( x)

在 L∞ ( Ω) 中弱* 收敛到 h( x) ，即 pn ( x) →
*

h．又由

于在 L2 ( Ω) 中，w +
n →

n
w +，则
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∫
Ω

( pn ( x) w
+
n φ － h( x) w+ φ) dx ≤

∫
Ω

( pn ( x) w
+
n φ － pnw

+ φ) dx +

∫
Ω

( pn ( x) w
+ φ － hw+ φ) dx ≤

M w+
n － w+

L2( Ω) φ L2( Ω) +

∫
Ω

( pn ( x) w
+ φ － hw+ φ) dx →

n
0．

因此，在式( 12 ) 中，令 n→ + ∞，于是对任意的 φ∈
H1 ( Ω) ，

∫
Ω

( w φ + wφ) dx = ∫
Ω

h( x) w+ φdx． ( 13)

在式( 13) 中，取 φ = w － = min{ w，0}，则 ∫
Ω

( w－ 2 +

w－ 2 ) dx = 0，这意味着 w －在 Ω 上几乎处处等于
零，从而 w≡w +≥0． 由式( 13) 知道 w≥0 是如下方
程( 14) 的弱解，

－ Δw + w = h( x) w +≥0． ( 14)
由文献［2］中的强极值原理可知在 Ω上几乎处处大

于零． 由式( 6 ) 看到 wn ( x) =
un ( x)
un

→
n

w ( x) ＞ 0．

由假设 un →
n

+ ∞，从而 un ( x) 在 Ω 上几乎处处

趋向无穷大，由条件( H2 ) 可得到 pn ( x) →
n

l，因此
h( x) 在 Ω上几乎处处等于 l． 由式( 14 ) ，则对任意
的 φ∈H1 ( Ω)

∫
Ω

( w φ + wφ) dx = ∫
Ω

h( x) w+ φdx = l ∫
Ω

wφdx．

( 15)
设 φ1 ＞ 0 是算子 － Δ的第一特征值 # 1对应的特征函
数，也就是 φ1 ＞ 0 满足:

－ Δφ1 + φ1 =# 1φ1，x∈Ω，

φ1

ν
= 0，onΩ{ ．

于是对任意的 φ∈H1 ( Ω) ，有

∫
Ω

( φ1 φ + φ1φ) dx = # 1∫
Ω

φ1φdx． ( 16)

在式( 16) 中取 φ = w，并且在式( 15) 中令 φ = φ1，则有

l ∫
Ω

wφ1dx = # 1∫
Ω

wφ1dx． ( 17)

因为 φ1 ( x) ＞ 0，w( x) ＞ 0，所以 ∫
Ω

wφ1dx ＞ 0，从而式

( 17) 与 l ＞# 1相矛盾． 这样就证明了序列 { un } 在
H1 ( Ω) 中的有界性，于是就完成了定理 2 的证明．
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Solutions to an Asymptotically Linear Elliptic Problem with
Nonlinear Boundary Conditions

Zhu Hong-bo
( Faculty of Applied Mathematics，Guangdong University of Technology，Guangzhou 510006，China)

Abstract: It studies the existence of nontrivial solutions to an asymptotically linear elliptic problem with nonlinear
boundary conditions on Ω，where Ω is a bounded smooth domain in RN ( N≥3) ，and the nonlinear term f( x，u) is
asymptotically linear with respect to u at infinity． By Ekeland’s variational principle and a variant version of Moun-
tain Pass Theorem，it proves that there exist at least two nontrivial solutions if the non-negative parameter# is small
enough．
Key words: asymptotically linear; nonlinear boundary conditions; Mountain Pass Theorem
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